€M

oMa

Joustavan matemaattisen ajattelun tukeminen ylakoulussa

Joustavaan matematiikkaan -verkkokurssien tavoite on auttaa padasemaan irti
vastauskeskeisestd ilmapiirista matematiikan tunneilla ja auttaa luomaan tilalle motivoiva,
erilaisia ratkaisutapoja seka perusteluja kunnioittava ilmapiiri. Joustava matemaattinen ajattelu
tarkoittaa valmiutta pohtia erilaisia Idahestymistapoja ja kykya valita niista tilanteeseen sopivin.
Se on tarkea taito kaikille oppilaille niin matematiikassa kuin yleisestikin elamassa.

Tassa koosteessa paaset kurkkaamaan millaisia ovat JoMa -kurssin
- joustavuustehtavat (s. 2-5),
- pedagogiset ohjeet (s. 6-7) ja
- keskustelufoorumit (s. 8).

Omassa opetuksessa kokeiltavia joustavuustehtavia on kahdenlaisia:
a) Vertailutehtavia (s. 2-3)
b) Tutkien kohti joustavuutta -tehtavia (s. 4-5)

Vertailutehtdvat ovat matalamman kynnyksen tehtévia, jolla joustavaan matemaattiseen
ajatteluun paastaan helpommin kasiksi, vaikka oppilailla ja/tai opettajalla olisi vdahemman
kokemusta tallaisesta lahestymistavasta. Lisdksi niiden avulla saadaan oppilaiden kasityksia
matematiikan oppimisesta hivutettua vastauskeskeisyydesta kohti paattelykeskeisyytta.
Vertailutehtdvia on kehitelty mm. Harvardin yliopiston Contrasting Cases -hankkeessa ja niiden
hyodyllisyydesta matematiikan oppimisessa on paljon tutkimustietoa.

Tutkien kohti joustavuutta -tehtavat mahdollistavat paljon erilaisia lahestymistapoja, jolloin
joustavaa ajattelua paastaan kehittamaan vertailemalla oppilaiden omia ideoita ja perusteluja.
Jotkut tehtavista tempaavat mukaansa kehittdmaan jopa matemaattista luovuutta ja
ongelmanratkaisutaitoja.

Molemman tyyppisia tehtdvia on tarjolla laajalti yldkoulun matematiikan sisaltéihin siten, ettd
jokainen paasee kokeilemaan joustavuustehtavia luokassaan.

Liséiksi kurssilla késitellddn tutkimustiedon pohjalta erilaisia joustavuuteen liittyviéd teemoja.
Nditd ovat: vastauskeskeisyys ja virheet, jumissa oleminen ja sinnikkyys, tehtévien
monipuolistaminen, erilaiset ratkaisutavat ja representaatiot, kéisitteellinen ymmdirrys,
oppilaiden vuorovaikutus ja pddttelyn selittdminen sekd teknologian hyédyntédminen.

Joustavaan matematiikkaan
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Kalle ja Leena ovat laskeneet laskun TR eri tavoilla.

Kallen "kerro osoittajat ja nimittdjat ensin
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1. Miten Kalle ratkaisi tehtdvan? Enté Leena?

2. Mita samanlaista ja mitéa erilaista heidén tavoissaan on?

3. Ensimmadiset vaiheet ovat erilaiset, mutta vastaukset silti samat. Mistd tdmé johtuu?
4. Kumman tapa on mielestési parempi? Miksi?

5. Mité opit tésta vertailusta?

Léhde: scholar.harvard.edu/files/contrastingcases/files/chapter 2.pdf
Suomentanut: Sami Maattd, Oulun yliopisto *
Pohjan laatija: Topi Térméa, Oulun yliopisto oMa



Kalle ja Leena ovat laskeneet laskun (6 + 5)? eri tavoilla.

Kallen "sulut ensin” -tapa
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Leenan "potenssit ensin” -tapa

(6 +5)?
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2. Kumman vastaus on oikein?

4. Miten virheen voisi vilttaé jatkossa?

6. Mita opit tastd vertailusta?

1. Miten Kalle ratkaisi tehtavin? Enta Leena?

3. Mita samanlaista ja mitd erilaista heidin tavoissaan on?

5. Jokeri: Miten alla oleva kuva liittyy Kallen ja Leenan ratkaisuihin?
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Léhde: scholar.harvard.edu/files/contrastingcases/files/chapter 9.pdf
Versioinut: Dimitri Tuomela ja Sami M#attd, Oulun yliopisto
Pohjan laatija: Topi To6rmé, Oulun yliopisto

Ma



Aitalaudan sahaaminen

Aitalautoja sahattaessa joku esitti seuraavan vditteen:
Sahattiinpa aidan paa miten vinosti tahansa, kulmien a ja B yhteenlaskettu suuruus on aina sama.

AT

Jaana, Matti, Liisa ja Pekka perustelivat vaitett eritavoin.

Jaana Matti
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Liisa Pekka

Kenen esittdama kuva perustelee parhaiten véitteen? Miksi tdima on hyva perustelu vaitteelle? Selittakda omin
sanoin ja kuvin tyhjalle paperille.

Jyvéaskylén yliopisto, opettajankoulutuslaitos, Darling-projekti




Laatoitus

Nimet:

Mustista ja valkoisista laatoista rakennetaan laatoitus suoraan riviin:

1 musta laatta 2 mustaa laattaa 3 mustaa laattaa

1. Kuinka monta valkoista laattaa tarvittaisiin laatoitukseen, jossa olisi 100
mustaa laattaa? Perustelkaa.

2. Muodostakaa séanto, jolla voidaan laskea valkoisten laattojen méaré, kun
mustien laattojen lukumaara tiedetaan. Perustelkaa.

Jyvaskylan yliopisto, opettajankoulutuslaitos, Darling-projekti



Opettajalle

Tehtava johdattaa funktion sdannén muodostamiseen ja muuttujan kayttdéon. Tama versio
sopii johdannoksi aiheeseen eika oppilaan ole pakko kayttdd muuttujaa. Tehtavasta on myos
versio, jossa kysytddn lauseketta minkd tahansa saannon sijaan.

Ehdotus tunnin rakenteesta:
e Alustusvaihe (n. 5 min)
o Korostetaan, ettd sdannot saa esittda ihan niin kuin haluaa kunhan ne ovat
ymmarrettavissa.
o Ryhmatyotvaihe (n. 15 min)
0 Ratkaisut tehdaan A3-paperille.
o0 Joitain kysymysideoita:
= Miten laskisitte palat nopeasti tasta kuvasta? Ei siis yksitellen, vaan
jotenkin katevasti.
= Misté keksitte tuon laskun? Mita se tarkoittaa kuvassa?
= Montako palaa tassa rivissd on? (Ohjaa jo voimakkaammin.)
= Ent4, jos kyseessé onkin joku muu kuvio, kuten 200. kuvio tai mika vain?
= Miten sanoisitte sen omin sanoin? Ei tarvitse kayttaa matematiikkaa.
o Julistenayttely (n. 5 min)

o0 Ryhmat kiertavat katsomassa muiden ryhmien tulokset ja varautuvat
loppukeskustelussa kommentoimaan muiden piirroksia. Kukin ryhma joutuu
esittamaan ainakin yhden kommentin.

e Loppukeskustelu (n. 15 min)

o0 Myds mielipide-erot ovat sallittuja ja toivottavia: Jollekin yhden sdaannoén logiikka
vain on parempi ja toinen tykk&a toisesta. Naissakin voi perustella, miksi toisen
saanndn logiikka aukeaa helpommin tai on muuten parempi.

0 Aivan lopuksi opettaja voi lanseerata muuttujan x kayton, jos oppilaat eivat sita
kayttaneet. Jonkin sanallisen s&&nndn voi esittdd muuttujaa x kayttaen.

Ratkaisuista:

1. TAPA 1: Ylarivissd on 200 valkoista, samoin alarivissé. Keskella on 101 valkoista. Siis
yhteensa 200 + 200 + 101 = 501.

TAPA 2: Jokaisen mustan ymparillad on 5 valkoista sekd yksi paassa. - 100 - 5 +1 = 501.
TAPA 3: 1. mustan laatan ympérilla on 6 valkoista. Muiden mustien ympérilla on 5 valkoista.
Siis yhteensd 6 + 99 - 5. Tdman voi laskea katevdammin ndin: 6 + 100 - 5 -5 = 501.

TAPA 4: Jokaisen mustan ymparilla on 6, mutta silloin tulee 99 laattaa kahteen kertaan. Siis
yhteensé 100 - 6 — 99 = 501.

2. Esimerkiksi:

”2 - mustat + 2 - mustat + mustat + 1”

"m-5+1”

”6 + (mustat — 1) - 5” tai sekavammin ilman sulkeita 6 + musta—1 - 5”
”mustat - 6 — (musta — 1)”

Jyvaskylan yliopisto, opettajankoulutuslaitos, Darling-projekti



Viisi askelta rakentavien keskustelujen virittamiseen

Smithin ja Steinin vaiheistus rakentavien koko luokan keskustelujen virittdmiseen.

1 Ennakointi (Anticipating)
e Ratkaise tehtava itse ja ennakoi oppilaan nakékulmaa.
e Millaisia ongelmia oppilaat kohtaavat?
e Millaisia tuotoksia oppilailta todenndkdisesti syntyy?
e Mitka kysymykset ja tehtavat vievat parhaiten matemaattisten pohdintojen
aarelle?
2 Tarkkailu (Monitoring)
e Kuuntele, tarkkaile, tunnista keskeisia ratkaisutapoja.
e Pysy karryilla oppijoiden lahestymistavoista.
e Kysy kysymyksia auttaaksesi ja syventaaksesi pohdintoja.
3 Valinta (Selecting)
e RATKAISEVA VAIHE - Mita haluat korostaa?
e Valikoi siten, ettd matemaattiset ideat paasevat kehittymaan.
4 Jarjestaminen (Sequencing)
e Missa jarjestyksessa haluat ottaa esille oppijoiden tuotoksia?
e Yleisimmin esille noussut asia? Vaarinkasitykset ensin?
e Miten oppijat jakavat tydnsa? Suullisesti? Taululla? Dokumenttikameralla?
5 Koonti (Connecting)
e Kiinnitd huomio sopivilla kysymyksilla olennaisiin ideoihin.
e Vertailkaa oppijoiden tuotoksia. Miten ne suhtautuvat matemaattisesti
toisiinsa?
e Miten aiheet liittyvat aiemmin opittuun? Mita tasta voi oppia tulevaa varten?

Koonnissa varmistetaan yhteisymmarrys keskeisista kasitteista, vertaillaan erilaisia
ratkaisutapoja (myds virheellisia), luodaan yhteyksia aiemmin opittuun ja pohditaan
tyoskentelyn aikana heranneita kysymyksia. Kun oppijat ovat vertaisilleen
vastuussa omasta tydskentelystaan, heidan taytyy ottaa aktiivisempi rooli
matematiikan pohdintaan. Syvallisen kasitteellisen ymmarryksen on todettu
muodostuvan vuorovaikutuksessa.

Lue lisaa ja perehdy konkreettiseen esimerkkiin lukemalla Margaret Smithin esitys:
https://drive.google.com/file/d/0BwtLKBME9AYBU1U3YnFwZnFiT00/view?usp=sharing

Lahde: Practices for Orchestrating Productive Math Discussions, M. S. Smith & M. K. Stein,
NCTM & Corwin Press, 2011, http://www.mctm.org/mespa/5Practices.pdf

Joustavaan matematiikkaan
www.flexibility.fi
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Viimeaikoina erityisesti prosenttilaskennassa, ja erityisesti prosenttilaskennan sanallisissa tehtavissa on tullut vastaan
erilaisia oikeita ratkaisutapoja. Osa ratkaisutavoista on ollut myés erilaisia kuin mitd oppitunneilla on yhteisesti
kasitelty. Ehkd prosenttilaskennan tehtdvien kéytadnndnldheisyys auttaa keksimdan vaihtoehtoisia erilaisia
ratkaisumenetelmid eri ongelmiin.

Joustamattomuuita tulee vastaan useammin. Esimerkiksi vaihtoehtoisia ratkaisutapoja esitellessani jotkut oppilaat
eivat niitd mielelladn halua kuunnella, silld he pelkdavat ndiden vaihtoehtoisten ratkaisujen sekoittavan heité.

T T 01/14/2019 08:22 PM
Itsekin olen térmannyt tahén, etta eri tapoja ei saisi esittda. Oppilaiden mielesta se on "sekavaa opetusta”.

R 01/14/2019 08:55 PM

Tama "vain yhden tavan opettaminen" on oppilailla yleensa aina odotuksena. He haluavat yleensa mallin, jonka voivat
opetella ulkoa ymmartamatta asiaa.

Tasta ajattelumallista paastaan kylla eroon kunhan tarpeeksi kauan harjoitellaan keskustelemaan eri tavoista ratkaista
tehtévia. Pikkuhiljaa luokkaan tulee jo innokasta keskustelua, miten juuri min& ajattelin tehtavan ratkaisuvaiheet.

B e 01/15/2019 09:49 AM

Tama liittyy mielestani vahvasti oppilaiden matematiikkakuvaan, joka on muotoutunut vuosien aikana, esim. seuraavia
ajatuksia on usein:

- matematiikka on saantdja, jotka pitaa opetella ulkoa (ei ymmartaa)
- s8annot ovat erillisia toisistaan

- matematiikassa vastaus ratkaisee, vélivaiheet ovat turhia

- matematiikassa on yksi oikea ratkaisutapa

- opettaja opettaa asian

- matematiikka osataan tai ei osata

: s 01/14/2019 06:03 PM

Ongelmanratkaiseminen on yleensa tarkoitettu ndyttdmaan yhtélén ratkaisemisen hyddyt, mutta usein on oppilaita,
jotka perustelevat tehtavan muuten. Tallainen perustelu voi ensisilmayksella vaikuttaa vaéralta, mutta kun oppilas
selittédé laskunsa, huomaa hyvén, oikean idean.

- . B 01/15/2019 12:57 PM

Toisenlaisen perustelun saaminen kirjoitettuun asuun voi olla oppilaiden mielesta uutta. Olen yrittdnyt sanoa, etta
ratkaisun joukkoon on hyva lisdta muutamia sanoja. N&in on helpompi myéhemmin muistella miten on ajatellut.

I 01/16/2019 05:22 PM

n kommnetti toimii myés omissa ryhmissani.

- e 01/16/2019 06:48 PM

Monesti tuntuu siltd, ettd yhtéldiden opettaminen tuhoaa opiskelijoiden luontaisen paattelykyvyn. Kun kyseessé on
ensimmaisen asteen yhtald, yhtaldpari.
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