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Att stodja flexibelt matematiskt tankande i
hogstadiet och gymnasiet

Malet med natkurserna i flexibel matematik ar att hjalpa till att avsluta den svarsfokuserade
atmosfaren pa matematiklektionerna och att i stallet skapa en motiverande miljé som respekterar
olika l6sningsmetoder och motiveringar. Flexibelt matematiskt tankande innebar beredskap att
overvaga olika tillvdgagangssatt och formaga att valja det som ar mest lampligt for situationen.
Det ar en viktig fardighet for alla elever, bade i matematik och i livet i allmanhet.

| den hdar sammanstallningen far du en inblick i JoMa-kursens
- Flexibilitetsuppgifter (s. 2-9)
- Gymnasiets jamforelseuppgifter (s. 2-3) och Mot flexibilitet via undersékning -
uppgifter (s. 4-5)
- Hogstadiets jamforelseuppgifter (s. 6-7) och argumentationsuppgifter (s. 8-9)
- Pedagogiska instruktioner (s. 10-11).

Jamforelseuppgifter ar uppgifter med lagre troskel, vilket gor det lattare att bekanta sig med
flexibelt matematiskt tdnkande dven om eleverna och/eller lararen har mindre erfarenhet av detta
tillvagagangssatt. Dessutom bidrar de till att gradvis fora elevernas syn pa matematiklarande fran
ett svarsfokuserat till ett resonemangsfokuserat perspektiv. Jamforelseuppgifter har utvecklats
bland annat inom Harvard universitetets projekt Contrasting Cases, och det finns mycket forskning
som visar deras nytta i matematiklarande.

Argumentations- och Mot flexibilitet via undersokning -uppgifter mojliggér manga olika
tillvagagangssatt, vilket gor att flexibelt tdnkande kan utvecklas genom att jamfdra elevernas egna
idéer och motiveringar. Vissa uppgifter inspirerar till och med till att utveckla matematisk
kreativitet och problemlésningsférmaga.

Bada typerna av uppgifter finns tillgangliga for nastan alla omraden inom hogstadiets och
gymnasiets matematik, sa att alla har mojlighet att anvanda flexibilitetsuppgifter i sin
undervisning.

Dessutom behandlas pa kursen olika teman som dr baserade pd forskning och dr kopplade till
flexibilitet. Dessa dr: svarsfokusering och fel, att fastna och uthdllighet, variation i uppgifter, olika
I6sningsmetoder och representationer, begreppslig forstdelse, elevers interaktion och férklaring av
resonemang samt anvdndning av teknologi.
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Kalle och Leena har 1ost foljande uppgift pa olika siatt: En produkts
pris 6kade med 10 %, dess nya pris ar 5,00 euro. Vad ar produktens
ursprungliga pris?

Kalles ”Jag minskade det nya priset med

10%” -satt

Leenas "vilket tal blir 5,00 nar det okas
med 10 %" -satt

Jag betecknar
produktens
ursprungliga
pris med h.

Jag konstruerar
en
procentfaktor
som motsvarar
en minskning
pa 10 procent.

Jag raknar det
ursprungliga
priset h

h = produktens ursprungliga
pris i euro

100% — 10% = 90 %
90
100
=09

h=0,9-5,00= 4,50

h = produktens ursprungliga
pris i euro

100 % + 10 % = 110 %

_ 1o
100
=11

1,1h = 5,00

- 5,00
1,1

— 4,545454 . . .
~ 4,54

Jag betecknar
produktens
ursprungliga
pris med h.

Jag konstruerar
en
procentfaktor
som motsvarar
en Okning pa
10 procent.

Jag konstruerar
en ekvation,
l16ser fran den
det
ursprungliga
priset h och
avrundar svaret
till en
centimeters
noggrannhet.

()

1. Hur loste Kalle uppgiften? Hur gjorde Leena?

2. Vilka skillnader och likheter finns det i deras metoder?

3. Vems losning ar réatt? Varfor?

4. Hurdan uppgift kunde man lésa med den metoden som var fel i detta fall?

5. Vad lérde du dig av denna jamforelse?

Gjord av: Topi Térmé, Oulun yliopisto
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Kalle och Leena har berdknat integralen / (z + 2)*dz pa olika siitt.

Kalles "integrera direkt” -satt

Leenas "parentesen forst” -satt

Eftersom
derivatan av /(:n + 2)2 da
inre funktionen
(x+2) ar 1, sa
integrerar jag
direkt.

1

_1 3 2
Jag riknade _5(‘” +62°+12z+8)+ B

kuben av 14 2 8
binomet och —g:z +22% 4z + 3 +B,
forenklade. missa B on vakio

3

+2

/sc
/x +4x +4 dzx

3 42
+i+4x+B

_r
3 2

3
+22° +42+ B

missd B on vakio

Jag rdknade
kvadraten av
binomet.

Jag berdknade
integralen.

Jag forenklade.

()

1. Hur l6ste Kalle uppgiften? Hur gjorde Leena?

3. Hur forenklade Kalle kuben av binomet?

6. Vad larde du dig av denna jamforelse?

2. Vilka likheter och skillnader finns i deras metoder?

4. Varfor fick Kalle och Leena olika svar? Ar bida l6sningarna ritt?

5. Varfor lagger man till en konstant vid slutet av primitiva funktionen?

Gjord av: Emilia Sainio, Kokkolan aikuislukio; Topi T6érmé, Oulun yliopisto

Oversatt av: Nea Nordlund, Helsingfors universitet
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Pastdenden om talfoljder.
Ar foljande pastdenden alltid sanna (A), ibland sanna (J) eller aldrig sanna (E)? Motivera dina
svar!

a) "En aritmetisk talfoljd ar vixande.”

o

"En geometrisk talfoljd ér vixande eller avtagande.”

d

)
)
c) "En talfoljd ar aritmetisk eller geometrisk.”
) "Om kvoten i en geometrisk talfoljd ar storre dn 1, sa ar talfoljden ocksa aritmetisk.”
)

e) "Om den allménna termen for en aritmetisk talfoljd ar a,, sa ar aven talféljden med allménna

termen 2a,, aritmetisk.”

f) ”En talfoljd ar en funktion.”

Gjord av: Sami Maattéd ja Topi Térmé, Oulun yliopisto
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Uttryck talet 2020

Bilda talet 2020 genom att anvinda addition, subtraktion, multiplikation, division och potenser,
sa att du anviander varje siffra 0-9 hogst en gang.

1. Kan du komma pa flera olika sétt?
2. Vilket ar det minsta antalet siffror med vilket du kan 16sa uppgiften?

3. Extra uppgift: Anvind varje siffra exakt en gang.

Uppgiften ar gjord av: Sami Maatta, Oulun yliopisto

Oversatt av: Nea Nordlund, Helsingfors universitet
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Kalle och Leena har forenklat uttrycket

Kalles metod: "multiplicera forst tédljarna

12 21

pa olika satt.

Leenas metod: "forkorta med gemensamma

och namnarna sinsemellan” faktorer”
7T 4 7T 4

12 21 12 21

Jag forkortar
med

0 L1 | e
sl I _ X A en faktor il
DAmnarna 12 - 21 2592 J»/Z N talen 7 och 21
: (21=3-7). 4

sinsemellan. 3 3

Sedan forkortar
jag. 28 ar en
faktor till talen =
28 och 252
(252 =9 - 28).

Jag far

l6sningen —.

Wl =

Wl =

—_
—_

w
w

O

ar en faktor till
talen 4 och 12
(12=3-4).

Jag
multiplicerar
taljarna och

namnarna
sinsemellan.

Jag far

16sningen —.

()

4. Vems metod tycker du att ar battre? Varfor?

5. Vad larde du dig av denna jamforelse?

1. Hur loste Kalle uppgiften? Hur loste Leena uppgiften?

2. Vilka likheter och skillnader hittas i deras 16sningssatt?

3. De forsta stegen ér olika, men svaren blir &nda samma. Varfor ar det sa?

Kalla: scholar.harvard.edu/files/contrastingcases/files/chapter_ 2.pdf
Uppgiftens skapare: Topi Térmé ja Sami Maattd, Oulun yliopisto

Uppgiftsbottnets skapare: Topi Térmé, Oulun yliopisto
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Kalle och Leena har riknat (5 + 6)? pa olika sitt.

Kalles metod: "parenteserna forst” Leenas metod "potenserna forst”
Jag upphojer
Jag adderar ) 2 : A
talen inuti (5 + 6) (5 + 6) bida talen inuti
parentesen med
parentesen. .
tva.
=117 = 5" + 67
Hr dr mitt =121 = 25+ 306 Jag adderar.
svar.
=01 Har &r mitt
svar.

()

1. Hur l6ste Kalle uppgiften? Hur 16ste Leena uppgiften?

2. Vems losning ar ratt?

3. Vilka likheter och skillnader hittas mellan deras losningssatt?
4. Hur kan felet undvikas i fortsédttningen?

5. Joker: Hur hénger bilden nedan ihop med Kalles och Leenas 16sningar?

6. Vad lidrde du dig av denna jamforelse?

Kalla: scholar.harvard.edu/files/contrastingcases/files/chapter 9.pdf
Versionerad av: Dimitri Tuomela och Sami Méaétté, Oulun yliopisto
Svensk 6versdttning: Minea Lundstrém, Helsingfors universitet

Uppgiftsbottnets skapare: Topi Térmé, Oulun yliopisto
Uppgiftens skapare: Sami M&aatta, Oulun yliopisto FI@J)xMa



Att saga en brada for staket

Néar man sadgade brador for att bygga ett staket framforde nagon foljande pastaende:
Oavsett hur snett bridans topp sdgas av, & summan av vinklarna a och B alltid densamma.

s
A

Jaana, Matti, Liisa och Pekka motiverade pastdendet pa olika sétt

Jaana Matti

|
|
. |
=~ ~ 53°
~. : 76°
|
|

104°
127°

Liisa Pekka

Vems illustration motiverar pastdendet bast? Varfor dr detta en bra motivering for pastaendet? Forklara med
egna ord och bilder pé ett tomt papper.

Jyviaskylé universitet, avdelningen for lararutbildning, Darling-projektet




Kakellaggning

Namn:

Man bygger en kakelfigur av svarta och vita kakel:

1 svart kakel 2 svarta kakel 3 svarta kakel

a) Skriv en utrdkning som ger antalet vita kakel nér antalet
svarta kakel dr 100. Motivera.

b) Skriv en utrdkning som ger antalet vita kakel nir antalet
svarta kakel ar x. Motivera.

Jyvaskyla universitet, avdelningen for lararutbildning, Darling-projektet



For lararen

Forslag pa lektionsstruktur:

Inledning (ca 5 min):

Har ar det bra att betona att det dr arbetsamt att rdkna kaklen en for en och att man borde hitta ett

effektivare sitt. Det finns manga olika sitt att tinka rétt.
Grupparbete (ca 15 min):

Grupper pa cirka 3 personer.
Avslutande diskussion (ca 15 min):

Liraren véljer ut de 16sningar som ska behandlas. Om mgjligt, vélj grupper som har anvént olika sitt att
tanka.

Om alla grupper har samma tankesétt kan ldraren sjilv presentera ett annat uttryck och be eleverna att ge
sin asikt om det.

Vid en passlig tidpunkt kan ldraren lyfta fram att olika gruppers uttryck ser vildigt olika ut och fundera
pa om de bdda &r ratt. Tanken &r att eleverna skulle foresléd forkortning.

Om lésningarna:

SATT 1: I den &vre raden finns det 200 vita kakel, och i den nedre raden finns det lika manga. I mitten finns
101 vita kakel. Totalt: 200 + 200 + 101 = 501.

SATT 2: Varje svarta kakel omges av 5 vita, samt en extra pa indan.
— 100 - 5+ 1 =501

SATT 3: Det forsta svarta kaklet omges av 6 vita. Vart och ett av de dvriga 99 omges av 5 vita kakel.
Totalt: 6 +99 - 5.
Detta kan ocksé berdknas sa har: 6 + 100 - 5—5 =501

SATT 4: Varje svarta kakel omges av 6 vita, men d4 riknas 99 kakel dubbelt.
— 100 - 6 - 99 =501

2. Till exempel:

2x+2x+(x+ 1)

Sx+1
6+x—-1)-5
x-6—-(x—1)

Jyvaskyla universitet, avdelningen for lararutbildning, Darling-projektet
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Fem steg for att skapa konstruktiva diskussioner

Smiths och Steins stegvisa modell for att skapa konstruktiva klassdiskussioner.

1. Forutseende (Anticipating)
e LOs uppgiften sjalv och férutse uppgiften ur elevens perspektiv.
o Vilka problem kan eleverna stota pa?
o Vilka typer av I6sningar kommer eleverna troligen att producera?
o Vilka fragor och uppgifter framjar matematiska resonemang?
2. Observation (Monitoring)
e Lyssna, observera och identifiera centrala I16sningsmetoder.
o Hall koll pa elevernas tillvagagangssatt.
o Stall fragor for att hjalpa och férdjupa resonemangen.
3. Val (Selecting)
o AVGORANDE STEG - Vad vill du lyfta fram?
o Valj pa ett satt som gor att de matematiska idéerna kan utvecklas.
4. Organisering (Sequencing)
e | vilken ordning vill du ta upp elevernas arbeten?
e Det som kommit upp oftast? Missforstanden forst?
e Hur ska eleverna dela sitt arbete? Muntligt? Pa tavian? Med dokumentkamera?
5. Sammanstallning (Connecting)
e Rikta uppmarksamheten med lampliga fragor mot de centrala idéerna.
o Jamfor elevernas arbeten. Hur férhaller de sig matematiskt till varandra?

e Hur hanger amnena ihop med tidigare kunskaper? Vad kan vi lara oss for framtiden?

| sammanstallningen sakerstalls en gemensam forstaelse for centrala begrepp, man jamfoér olika
I6sningsmetoder (aven felaktiga), skapar kopplingar till tidigare kunskaper och reflekterar éver
fragor som vackts under arbetet. Nar eleverna halls ansvariga infor sina kamrater for sitt eget
arbete maste de ta en mer aktiv roll i det matematiska resonemanget. Djup konceptuell forstaelse
har visat sig utvecklas i interaktion.

Las mer och foérdjupa dig i ett konkret exempel genom att Idsa Margaret Smiths presentation:
https://drive.google.com/file/d/0BwitLKBmMESAYBU1U3YnFwZnFiTOO/view?usp=sharing

Kalla: Practices for Orchestrating Productive Math Discussions, M. S. Smith & M. K. Stein, NCTM & Corwin
Press, 2011, http://www.mctm.org/mespa/5Practices.pdf
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